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BEVEZETŐKÉNT 

Beadandóm témájául 7-8. osztályból való geometriát, azon belül is az egybevágósági 
transzformációkat választottam. Ezen belül munkám során a következőkkel foglalkoztam: 

� középpontos tükrözés; 

� tengelyes tükrözés; 

� eltolás; 

� forgatás. 

Célom volt, hogy ezen programcsomag bevihető legyen a fent említett osztályokba. 
Emellett törekedtem arra, hogy ne csak a tanár tudjon vele dolgozni, hanem a gyerekek is 
könnyedén manipulálhassanak a programokkal – segítve ezzel a tananyag mélyebb és alaposabb 
elsajátítását.  

A BEADANDÓ ELMÉLETI ANYAGA 

Geometriai  t ranszformációknak  nevezzük az olyan egyértelmű hozzárendeléseket, 
melyek ponthoz pontot rendelnek. (Léteznek olyan hozzárendelések is, melyek pontokhoz nem 
pontot rendelnek. Ilyen például a síkbeli koordináta-rendszerek, melyek ponthoz számpárt 
rendelnek hozzá.) 

Egy transzformáció megfordí tható , ha a transzformáció visszafelé is egyértelmű, vagyis 
minden képponthoz egyetlen eredeti pont tartozik (ezt az egyetlen pontot nevezzük a képpont 
ősének, más néven képpontnak). 

Azokat a transzformációkat, melyekre igaz, hogy bármely két pont távolsága egyenlő a 
képeik távolságával, távol ságtartó transzformációnak nevezzük. Melyekre igaz, hogy bármely 
szögének nagysága egyenlő a képének nagyságával, azokat szögtartó  transzformációnak hívjuk. 
És ugyanez elmondható egyenesekre is: azon transzformációt, melyre fennáll, hogy bármely 
egyenes képe is egyenes, azt egyenestartó  transzformációnak nevezzük. 

Transzformációink között léteznek olyanok, melyeknél egyenes képe egyenes, a 
távolságokat és a szövegeket pedig megtartják. Ilyenek az általam vizsgált transzformációk: a 
középpontos tükrözés, a tengelyes tükrözés, az eltolás és a forgatás. Ezeket együttesen 
egybevágósági  transzformációknak nevezzük. 



KÖZÉPPONTOS TÜKRÖZÉS 

Adott egy O középpont és egy tetszőleges P pont a síkon. Mi lesz a P pont képe az O 
középpontra tükrözve? A sík bármely P pontjának P’ képe az OP egyenesen helyezkedik el, 
méghozzá az a pont lesz az, ami az O ponttól ugyanolyan messze van, mint az eredeti P pont. 

Ha egy alakzathoz van olyan középpontos tükrözés, ami önmagába viszi, akkor azt 
mondjuk, hogy az alakzat középpontosan tükrös, vagy középpontosan szimmetrikus. 

Tulajdonságok: 

o a középponton átmenő egyenes képe saját maga; 

o a középponton át nem menő egyenes képe párhuzamos az eredeti egyenessel; 

o félegyenes és képe vagy párhuzamosak, vagy pedig egy egyenesbe esnek, 
irányuk pedig ellentétes; 

o adott szög és képének nagysága egyenlő, megfelelő száraik pedig fordított 
állású félegyenesek; 

o a középpontos tükrözés az alakzatok körüljárási irányát nem változtatja meg. 

 

1. ábra - tetszőleges P pont O középpontra vonatkozó P' képe 

TENGELYES TÜKRÖZÉS 

Adott egy t tengely és egy tetszőleges P pont. Keressük meg P pontnak t-re vonatkozó 
tükörképét! A sík bármely P pontjának P’ képe a P-ből t-re merőlegesen bocsátott egyenesen 
helyezkedik el, méghozzá az a pont lesz, ami ezen most megrajzolt egyenes és a tengely 
metszéspontjától ugyanolyan távolságra helyezkedik el, mint az eredeti P pont. 

Ha létezik olyan tengelyes tükrözés, mely egy alakzatot önmagába visz, akkor az alakzatot 
tengelyesen tükrösnek, vagy tengelyesen szimmetrikusnak nevezzük. 

Tulajdonságok: 

o a tengelyre merőleges egyenes képe önmaga, már a tengellyel vett 
metszésponton kívül egyik pontja sem marad helyén; 

o a tengellyel párhuzamos egyenesek képe szintén párhuzamos a tengellyel; 

o a tengelyes tükrözés az alakzatok körüljárási irányát megváltoztatja. 
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2. ábra - tetszőleges P pont t tengelyre vonatkozó P' képe 

ELTOLÁS 

Adott egy u (U kezdő-, V végpontú) vektor és egy tetszőleges P pont a síkon. Mi lesz a P 
pont u vektorral vett P’ eltoltja? Ehhez indítsunk a P ponton keresztül egy félegyenest az u 
vektorral párhuzamosan és azzal megegyező irányban. Ezt követően a P pontból az imént húzott 
félegyenesre felmérjük az u vektor hosszát. Ezen szakasz végpontja – a félegyenesen – lesz a P’. 

Ha két alakzathoz találunk egy olyan eltolást, ami egyiket a másikba viszi, akkor azt 
mondjuk, hogy a két alakzat egymás eltoltja. 

Tulajdonságok: 

o bármely alakzat az eltolt képével egybevágó; 

o az eltolás a szögek nagyságát és szakaszok hosszát, illetve az alakzatok 
körüljárási irányát megtartja; 

o minden egyenes párhuzamos az eltolt képével, vagy egy egyenesbe esik vele; 

o minden félegyenes egyállású a képével. 

 

3. ábra - tetszőleges P pont u vektorral történő eltolása 
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FORGATÁS 

Adott egy szög, a sík egy tetszőleges P pontja és egy O középpont. Szeretnénk elforgatni a 
P-t O körül az adott szöggel, hogy végezhetjük el? Húzzunk O pontból félegyenest P keresztül, 
majd erre a félegyenesre mérjük fel az adott szöget (ekkor kapunk egy új szögvonalat). Majd 
körívezzünk O-ból P távolsággal az új szögvonalra, az így kapott metszéspont lesz a P P’ képe. 

Ha két alakzathoz adott egy középpontos forgatás úgy, hogy a forgatással egyik a másikba 
megy át, akkor azt mondjuk, hogy az egyik a másik alakzat elforgatottja. 

Tulajdonságok: 

o az adott pont körüli forgatás a körüljárási irányt nem változtatja meg; 

o forgatás során egyenes képe egyenes; 

o a forgatás megtartja a szakasz hosszát és a szög nagyságát; 

o a középpontos tükrözés egy speciális (180°-os) forgatás. 

 

4. ábra - tetszőleges P pont adott O pont körül, adott szöggel történő elforgatása 
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A PROGRAMCSOMAGRÓL 

PEDAGÓGIAI SZEMSZÖGBŐL 

Az elkészített transzformációk felhasználását, illetve tananyagba beillesztését összefoglaló 
órá(k)ra tudom elképzelni, vagy kedv csinálás céljából az egyes anyagrészek előtt. 

Mit tanítanak? Az egyes lépések „papíron” történő megtanulása után ezzel a 
programcsomaggal a gyerekek könnyedén manipulálhatnak, és talán közelebb kerülhetnek a 
transzformációkhoz. Feleleveníthetik és/vagy megtapasztalhatják, mi történik az egyes 
transzformációk során, párhuzamos lesz-e az eredetivel a kép, megmaradnak-e a szögek, a 
szakaszok hossza változik-e, mi a helyzet a körüljárási iránnyal… Mindenképpen tanácsos, de 
legalább is hasznos lehet a gyereknek – akár iskolai, akár otthoni tanuláshoz. 

A programcsomag – a transzformációkat megtanulandó – néhány feladatot is tartalmaz 
minden egyes programban. Ezen feladatok kiosztása, megoldása és órán történő megbeszélése 
tovább mélyítheti a transzformációkról tanultakat. 

A PROGRAMOK INDÍTÁSA 

A programcsomag négy programot tartalmaz, mindegyikhez a GeoGebra 2.7.1.0 program 
szükséges. A programokat a Nézet menüben lévő Navigációs eszköztár a szerkesztési lépésekhez 
Lejátszás gombjával indíthatjuk el (itt állítva be a lépések sűrűségét /s/). 
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A PROGRAMCSOMAG TARTALMA 

KÖZÉPPONTOS TÜKRÖZÉS 

Az fmaria_beadando_kozeppontos_tukrozes.ggb egy háromszöget adott O pontra 
középpontosan tükröz. Felveszünk egy háromszöget és egy O pontot. Ezt követően az egyes 
csúcsokon és a középponton át húzott egyenesekre felvesszük a háromszög csúcsainak képeit, 
majd a kapott képpontokat összekötjük. 

Az anyaghoz szükséges előfeltétel: 

- pont tükrözése adott O középpontra. 

A programban változtatható: 

- a háromszög alakja, mérete; 

- a háromszög csúcsainak helye; 

- a középpont helye. 

 

 

TENGELYES TÜKRÖZÉS 

Az fmaria_beadando_tengelyes_tukrozes.ggb adott t tengelyre tükröz egy háromszöget. 
Miután felvettünk egy t tengelyt és egy háromszöget, minden egyes pontból merőlegest állítunk a 
t tengelyre, majd ezeken az egyeneseken vesszük a csúcsok képeit, végül összekötjük azokat. 

Az anyaghoz szükséges előfeltétel: 

- pontból merőleges egyenes állítása adott egyenesre; 

- pont tükrözése adott egyenesre. 
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A programban változtatható: 

- a háromszög alakja, mérete; 

- a háromszög csúcsainak helye; 

- a tengely helye. 

 

 

ELTOLÁS 

Az fmaria_beadando_eltolas.ggb egy háromszög adott v vektorral történő eltolását 
mutatja meg úgy, hogy a háromszög minden egyes csúcsán párhuzamost húzunk a v vektorral, 
majd felmérjük rá azt, végül a kapott pontokat összekötjük. 

Az anyaghoz szükséges előfeltétel: 

- adott egyenessel (szakasszal) párhuzamos egyenes (szakasz) húzása; 

- pont eltolása adott vektorral. 

A programban változtatható: 

- a háromszög alakja, mérete; 

- a háromszög csúcsainak helye; 

- az eltolás vektorának hossza és iránya. 
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FORGATÁS 

Az fmaria_beadando_kpont_koruli_forgatas.ggb egy háromszög adott O pont körüli, 
tetszőleges szöggel történő elforgatását mutatja meg. Felvéve a háromszöget és az O pontot, 
minden egyes csúcsot elforgatunk az O pont körül az adott szöggel, majd az adott képpontokat 
összekötjük. 

Az anyaghoz szükséges előfeltétel: 

- adott pont elforgatása egy O pont körül adott szöggel. 

A programban változtatható: 

- a háromszög alakja, mérete; 

- a háromszög csúcsainak helye; 

- az elforgatás szöge, 

- a középpont helye. 

 

 


