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Bevezető

Ez a szakdolgozat az ELTE Informatika Karának informatika-tanár szakán készült, abból a célból, hogy segítséget nyújtson az analízis tárgy iránt érdeklődőknek szemléletesebbé tenni a tantárgy egyes feladatait. Nem csak az egyetemi, főiskolai hallgatók használhatják a feladatokból készült honlapomat arra, hogy megértsék az egyes összefüggéseket, hanem igyekeztem olyan magyarázatokat adni, olyan feladatokat választani, amely a középiskolai oktatásban a matematikát emelt szinten tanuló diákok körében is megállják helyüket. Éppen ezért úgy gondoltam, hogy nem csak egy honlapot érdemes készíteni a szakdolgozat anyagából, hanem elsőként az iskolánkban emelt szinten oktató kollégáknak egy CD‑t is szeretnék létrehozni, hogy matematika órájukon használhassák a [image: image9.emf] fájlokat, s a tantárgy egyes részterületein szemléltethessék a tanulókkal az egyes definíciókat. 
Az analízis feladatok Gémes Margit tanárnő honlapjáról kerültek kiválasztásra, szem előtt tartva, hogy a feladatok a lehető legbővebb halmazt lefedjék. 

Az analízis nagy részterületét jelentő függvénytan oktatásakor, tanulásakor nagy segítséget nyújthat a [image: image10.emf]. 

A program segítségével meghatározhatók polinom függvények gyökei, szélsőértékei és inflexiós pontjai. Tetszőleges bonyolult függvények ábrázolhatók. Az integrálás és a deriválás fogalmának szemléltetésére, számítási feladatok elvégzésére is kitűnő eszköz. Az alkalmazás ki tudja számolni tetszőleges függvény n-edik deriváltját, meg tudja határozni függvények alsó és felső közelítő összegét, valamint határozott és határozatlan integrálját. A deriválás témakörében fontos lehet még, hogy bármely görbén felvehető pont, valamint megszerkeszthető a függvény adott pontbeli érintője és meghatározható annak meredeksége. Ugyanakkor a programmal szemléletesebbé tehetjük az egyenletek, egyenlőtlenségek megoldásainak, megoldás halmazainak meghatározását. A sorozatok konvergenciájánál is nagyon hasznos lehet a szemléltetés. 
Megjegyzendő azonban, hogy a dolgozatban nem célom a program teljes körű ismertetése, minden funkciójának és összes lehetséges alkalmazási területének megmutatása. Arra vállalkozom „csupán”, hogy különböző segédanyagokon keresztül bemutatom a program nyújtotta lehetőségeket az analízis egyes területein, s remélhetőleg olyan ötletekkel szolgálok, melyek könnyedén tovább gondolhatók, illetve alkalmazhatók.

A témaválasztás szempontjai

A szakdolgozat témaválasztásában több szempont motivált. Jelenleg középiskolában tanítok matematikát és informatikát. Matematikából van szerencsém emelt szintű csoportot is oktatni, így az Ő számukra is szeretném az analízist szemléletesen bemutatni. Éppen ezért nyomós érv volt a dolgozat témájának kiválasztásánál, hogy a matematikával kapcsolatos legyen, és használni is tudjam a mindennapi munkában. Ezért volt kézenfekvő számomra a választás.

Miért tartom fontosnak a szemléltetést? Tanuláspszichológiai szempontból bizonyított tény, hogy minden olyan új dolgot, amit a diák maga próbálhat ki, ami leköti, ami beindítja a fantáziáját, sokkal jobban meg tud tanulni, mintha a tanár csak elmagyarázná számára. Minél több oldalról közelíti meg a problémát, annál jobban át fogja látni a kapcsolatokat, az összefüggéseket, ennek eredményeként mélyebb tudásra tesz szert, ami az eredményes tanulás szempontjából elengedhetetlen. A matematikai elvek, fogalmak, koncepciókkal való gondolkodáshoz, illetve a róluk való kommunikáláshoz szükséges, hogy valamilyen módon reprezentáljuk a fogalmakat. Számítógép segítségével erősíthetjük a reprezentációk közötti kapcsolatot: nézzék meg, próbálják ki, mi történik a képernyőn a különböző paraméterek megváltoztatását követően.
A program alkalmas arra, hogy szemléltessük a különböző fogalmakat, alkalmas arra, hogy a diákok kísérletezhessenek, és nem utolsó sorban alkalmas arra, hogy felfedezve tanulhassák a matematikát. 
Szakdolgozatomban a program kezelői felületére részletesen nem térek ki, annyit azonban mindenképpen megemlítenék, hogy nagyon szimpatikus volt számomra a program választásakor a könnyen kezelhető felület, ugyanis ezzel talán a diákokat is könnyebben rá lehet venni, hogy egy-egy megmutatott anyag után ők is maguktól készítsenek [image: image11.emf] munkalapokat. A másik nagyon fontos és kiváló tulajdonsága, hogy ingyenesen használható, amely mint magánszemély is rendkívül vonzóvá tette, de ha azt nézzük, hogy az iskolában szeretnénk használni, akkor ez még inkább előnyére válik. Ráadásul így a diákok is könnyen hozzájuthatnak.
S végezetül itt említeném meg, hogy nagyon fontosnak tartom, hogy az egyes tantárgyakat közelítsük egymáshoz. Alkalmazzuk az informatikai eszközöket nem csak informatika órákon. Ezzel nem csak érdekesebbé, de talán színvonalasabbá, könnyebben érthetővé, s talán még szerethetőbbé is tehetjük az általunk oktatott tárgyakat. 

„A számítógép és a programozás elterjedésével - az emberi kultúra alapvető részévé lesz - új lehetőségek tárulnak fel az oktatás minden területén"
 [S. Papert 1988.]

A dolgozat tartalmáról

Szakdolgozatom minden fejezete három részre tagolódik. Az első részben az egyes fejezetek matematikai megközelítését tárgyalom, majd az adott témakörben elkészített [image: image12.emf] alkalmazások használatát mutatom be, végezetül pedig részletesen leírom, hogy a munkalapok miként készültek. Ezzel szeretném elérni, hogy amennyiben valakit komolyabban érdekel a program használata, akkor egyénileg is tudjon hasonló reprezentációkat készíteni. 
Az első fejezet az egyenlőtlenségek megoldását vázolja. Először egy konkrét példán keresztül oldom meg az egyenlőtlenséget, majd megmutat a [image: image13.emf] program lehetőségeit.
A második fejezet a sorozatok konvergenciáját mutatja be szemléletesen. Szintén egy konkrét példát ragadtam ki, és azon keresztül próbálom a definíciót szemléltetni. Nagyon hasznos lehet például egy emelt szintű órán a diákoknak megmutatni ezt a munkalapot, hiszen ezáltal könnyedebben elsajátíthatják az egyébként (tapasztalataim szerint) számukra nem túl egyszerű fejezetét a matematikának. 

A harmadik fejezet a függvényeket tárgyalja. Ezen belül külön foglalkozom az összetett függvényekkel. Alaposan szemléltetem a folytonosság fogalmát. Itt tárgyalok olyan függvényt, amelyet a diákok már ismerhetnek a középiskola kilencedik évfolyamáról, azonban a folytonosság ott nem kerül elő, csak később emelt szinten. Mindenképpen érdemes egy pillantást vetni a deriválás tanítása és tanulása kapcsán a derivált függvényt szemléltető munkalapra. Fontos azonban megjegyezni, hogy ezek pusztán szemléltető eszközök, a jobb megértést hivatottak elősegíteni, nem pedig a pontos matematikai indoklásokat, levezetéseket kiváltani.
" ...nem szabad semmi olyat elmulasztani, aminek valami esélye van arra, hogy a diákokhoz közelebb hozza a matematikát. A matematika nagyon absztrakt tudomány - éppen ezért nagyon konkrétan kell előadni." 
(Pólya, 1977)
A derivált függvény bemutatása során ugyan már kitértem az érintő fogalmára, azonban egy másik munkalapon is foglalkozom vele. 
Egyenletek, egyenlőtlenségek megoldása [image: image14.emf]-val
Matematikai bevezetés

[image: image15.emf]-ban az egyenleteket, egyenlőtlenségeket grafikus úton oldjuk meg, ezért kapcsolatot teremt a függvényekkel. Itt az egyenlet, egyenlőtlenség két oldalát ábrázolandó függvényeknek tekintjük, amelyekről leolvasható a megoldás, illetve megoldáshalmaz. [image: image16.emf]-val nagyon sokféle egyenlet és egyenlőtlenség oldható meg, ábrázolható. Ebben a fejezetben az: ax2+bx+c=dx2+ex+f (<;>) alakú egyenletek, egyenlőtlenségek megoldását tárgyalom.

Az egyenlet mindkét oldalán egy-egy másodfokú kifejezés található, így a programmal való megoldása látványos. A megoldást a két parabola (egyenes) metszéspontjai adják. 
Ez a [image: image17.emf]-val készített alkalmazás használható a középiskolában is az egyenletek, egyenlőtlenségek tanításánál. Alkalmas bármilyen valós együtthatós, legfeljebb másodfokú egyenlet vagy egyenlőtlenség megoldására. Az együtthatók értékének változtatásával egyidejűleg változik a megfelelő oldal grafikonja és így a megoldás is. 
Az a, b, c, d, e, f valós együtthatók értékeinek megfelelően a következő esetek fordulhatnak elő: 

· amennyiben a=0 és d=0, az egyenlet (egyenlőtlenség) mindkét oldala elsőfokú kifejezés, így a következő megoldandó feladathoz jutunk: bx+c=ex+f. Ekkor a megoldás a két egyenes metszéspontja: x=(f-c)/(b-e). (Feltéve, hogy b nem egyenlő e‑vel). Ha b és e értéke megegyezik, akkor a két egyenes párhuzamos. Ezen kívül, ha még c és f értéke is egyenlő, akkor a két egyenes egybe esik, azaz az egyenletnek végtelen sok megoldása van. (Azonosság)
· ha a vagy d nem nulla akkor másodfokú egyenletről, egyenlőtlenségről van szó

· Ha a és d közül pontosan az egyik nulla, akkor az egyenlet/egyenlőtlenség egyik oldala egy másodfokú kifejezés, a másik pedig elsőfokú. Vagyis a feladat egy parabola és egy egyenes metszéspontjának kiszámítása. 

· ha sem a, sem d nem nulla, akkor az egyenlet/egyenlőtlenség mindkét oldala egy-egy másodfokú kifejezés, ezek képe parabola. Így ekkor két parabola metszéspontjának meghatározása a feladat (1. ábra)
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1. ábra
A [image: image19.emf] alkalmazás használata

A program indítása, majd az egyenletek, egyenlőtlenségek.ggb fájl megnyitása után az elénk táruló ablakban láthatjuk tehát az egyenlet (egyenlőtlenség) bal- és jobb oldalának grafikonját. Mindkét grafikon paraméterei csúszkákon állíthatóak. A könnyebb követhetőség miatt a csúszkák alatt leolvasható mind az i(x), mind a j(x) függvény hozzárendelési szabálya. Annak érdekében, hogy nyomon tudjuk követni, hogy melyik paraméter melyik függvényhez tartozik, a hozzárendelési szabályban is leolvashatjuk, de a szemléltetés látványosabbá tétele miatt az egyes csúszkák színét ugyan olyanra állítottam, mint annak a függvénynek a színét, amelyhez tartoznak. 
A kívánt egyenlet, illetve egyenlőtlenség beállítása után az ablak jobb oldalán leolvasható(k) mind az egyenlet megoldása/megoldásai, mind pedig az egyenlőtlenég megoldás halmaza. 

Lépésről-lépésre

A következőkben leírom részletesen, hogyan készült ez a [image: image20.emf] alkalmazás.
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A program indítása után szükség van a tengelyek megjelenítésére, ehhez a Nézet menüben be kell kapcsolni a tengelyek menüpontot. Ezen kívül a Nézet menü Algebra ablak menüpontot is bekapcsolhatjuk amit elérhetünk a CTRL+SHIFT+A billentyűkombinációval. Erre esetlegesen azért lehet szükség, hogy saját munkákat jobban nyomon tudjuk követni, ugyanis ez az ablak tartalmazza a Geometria ablakban meglévõ pontok, vektorok, egyenesek, függvények képletét, algebrai adatait. Ezután bevezetünk hat együtthatót, amit később használni fogunk. Ezek mindegyikét csúszkán vesszük fel. Ehhez használjuk a csúszka menüt. (2. ábra) 
Az együtthatókhoz tartozó küszöbértékeket és a beosztás finomságát a munkaablakban (3. ábra) beállíthatjuk. 
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3. ábra

Amennyiben elfelejtenénk itt minden opciót beállítani, az algebra ablakban az alakzaton az egér jobb gombjával kattintva, a Tulajdonságok menü, Csúszka fül (4. ábra) kiválasztásával hiányosságunkat pótolhatjuk. 
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4. ábra

Ezután beírjuk a két függvényt, amelyek az egyenlet két oldalát adják:

i(x) = a * x ^ 2 + b * x + c

j(x) = e * x ^ 2 + f * x + j:

[image: image63.png]


[image: image64.png]


[image: image65.png]


[image: image66.png]


Ekkor kirajzolódik a két függvény grafikonja és az eszköztárban található rajzlap mozgatása eszközzel (5. ábra), a munkalap kényelmes helyzetbe mozgatható, úgy hogy a grafikonok jól látható helyzetbe kerüljenek, illetve ugyanennél az eszköznél legördítve az eszközlistát, kiválaszthatjuk a nagyítás (6. ábra) vagy kicsinyítés (7. ábra) eszközöket a megfelelő látvány eléréséhez. 
[image: image67.png]
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A továbbiakban az eszköztár szöveg beszúrása eszközével (8. ábra) az „Az egyenlet” Polinom[i] + "=" + (Polinom[j]) + " megoldásai: " szöveget illesztjük be a megfelelő helyre. 
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8. ábra

Ezután a következő két paranccsal, amit a parancssorba beírunk, megjelenítjük a két grafikon metszéspontját:Metszéspont[f,g,1] és Metszéspont[f,g,2].
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Ezt megtehetjük úgy is, hogy az eszköztárban kiválasztjuk az új pont eszközt, legördítjük a listáját, innen kiválasztjuk a két alakzat metszéspontja 
(9. ábra) eszközt és rákattintunk a két pontra.
Átnevezzük az így kapott pontokat úgy, hogy a tulajdonságok menüpont kiválasztásával a névhez beírjuk X_1 és X_2. Ezt követően néhány dinamikus szövegrész következik, amit a szöveg beillesztése eszközzel készíthetünk el a következő szövegekkel:
"X_1=" + (x(X_1))

"X_2=" + (x(X_2))

"i(x) = a*x^2 + b*x + c =" + i
"j(x) = d*x^2 + e*x + f =" + j
Ezen képletek beírása esetén kapcsoljuk be a LaTex formulát. A [image: image24.emf] lehetőséget biztosít formulák használatára. Ehhez létre kell hozni egy egyszerű szöveget és a megjelenő ablakban a szöveg helyén a LATEX szabályainak megfelelő formulákat lehet használni.
A metszéspontokból állítsunk merőlegeseket az x-tengelyre! Ezt a szakasz utasítással tehetjük meg. Például: szakasz[X_1, (x(X_1), 0)] illetve szakasz[X_2,(x(X_2),0)]
Az így készített egyenes stílusát szaggatott vonalasra változtatjuk a Tulajdonságok párbeszédablak Stílus fülére kattintva (10. ábra) és kiválasztjuk a megfelelő típust, vonalvastagságot. 
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10. ábra

Most következik az egyenlőtlenségek (<, >) ábrázolása [image: image26.emf]‑val. Az egyenlőtlenségek megoldásait a metszéspontok x‑tengelyre levetített pontjai által határolt szakasz és félegyenesek adják. Ehhez készítünk egy szakaszt: szakasz[(x(X_1),0), (x(X_2),0)]. 
[image: image71.png]


Majd az előbb elkészített szakasz mindkét végpontjából kiindulva elkészítünk egy‑egy félegyenest. Ehhez tükrözzük az (x(X1),0) pontot az (x(X2), 0) pontra. Az így kapott tükörképből és az (x(X2),0) pontból képezzük az egyik félegyenest. Majd ugyanezeket a lépéseket végezzük el a másik oldalra is. A tükrözéshez használjuk a tükrözés[mit, mire] utasítást, azaz jelen esetben a tükrözés[(x(X_1),0),(x(X_2),0)] parancsot. A félegyenes létrehozásához pedig adjuk ki a félegyenes[pont,pont] utasítást. Két pont megjelölésével lehet létrehozni egy adott kezdőpontú, és adott belsőpontú félegyenest.
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Megjegyzem, hogy az előbb felsorolt utasítások (szakasz (11. ábra), félegyenes (12. ábra), tükrözés (13. ábra)) mindegyike a menüsorból is kiválasztható.   
Az alkalmazás, a jelenlegi helyzetében, ha az egyenletnek nincs megoldása, vagy csak egy megoldása van, akkor a nem létező megoldáshoz azt írja ki nem definiált. Ennek elkerülésének céljából, a megoldásokat tartalmazó szövegek megjelenítését feltételhez kötjük úgy, hogy rákattintunk például az x_1-et tartalmazó szövegre az egér jobb gombjával, kiválasztjuk a Tulajdonságok menüpontot, a megjelenő párbeszédablakban rákattintunk a Haladó fülre (14. ábra) és beírjuk a megfelelő feltételeket: X1 esetében definiált_e[p]. (Ebben az esetben p jelöli az X1 megoldás és az x-tengely közötti szakaszt). 
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14. ábra

Utolsó lépésként az egyenlőtlenséghez szükséges szövegeket illesztjük be, amelyeket megfelelően párosítva a grafikus megoldással (szakasz félegyenes), azonos színűre színezünk, a Tulajdonságok párbeszédablak Szín fülére kattintva. Ezek a szövegek a következőképpen néznek ki:

 „i(x)>j(x) megoldásai:” i + „>” + j

x(A) + „ < x „”< „ + (x(B))

„i(x)<j(x) megoldásai:” :” i + „<” + j

"x < " + (x(A)) „és” x(B) + "<x"

Itt is a megoldások nem létezése esetére feltételeket kell beilleszteni a megjelenítéssel kapcsolatban a Tulajdonságok menüpont Haladó fülénél úgy, hogy az x < szövegeknél a definiált_e[q] feltételt, az x > szövegeknél a definiált_e[p] feltételt kell beállítani grafikonnak i.
Amennyiben a két grafikon nem metszi egymást, úgy a „Nincs megoldás” szöveg jelenik meg. Ehhez a szöveg megjelenésénél szintén egy feltételt kell beállítani: 
(¬Definiált_e[p]) ( (¬Definiált_e[q]) ( (Polinom[i] ≠ Polinom[j]). 
Azonban az is előfordulhat, hogy a két grafikon megegyezik, ekkor az Azonosság felirat jelenik meg, amelyhez a feltétel: Polinom[i] ≟ Polinom[j]
Fontos megjegyeznem, hogy a program az egyenlet megoldásait, és általában a kiszámított értékeket, alapértelmezésként két tizedes jegy pontossággal, kerekítve számítja és jeleníti meg. Ezt az opciót állítani lehet 0‑tól 15 tizedes jegyig, a Beállítások menü / Kerekítés menüpontjában. (15. ábra)
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15. ábra

A [image: image29.emf] Nézet menüjének Szerkesztő protokoll (16. ábra) menüpontja alatti alkalmazással megnézhetjük a munkánkat összesítve és levezethetjük lépésenként. Ezt használhatjuk bemutató céllal is az alkalmazás készítésének lépésről-lépésre való bemutatásához.
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16. ábra
Sorozatok határértékének, konvergencia fogalmának szemléltetése
Matematikai bevezetés

Példaként induljunk ki az an=2+5/n sorozatból! Ábrázoljuk a sorozat első néhány tagját! 

a1=7; a2=4,5; a3=11/3; a4=13/4 és így tovább. Már néhány tag kiszámítása után is látható, hogy a sorozat tagjai csökkennek, és egyre inkább megközelítenek egy számot! Ezt a számot hívjuk a sorozat határ-értékének. Pontosabban fogalmazva legyen adott az a1, a2, … valós számokból álló sorozat. Azt mondjuk, hogy a valós A szám a sorozat határértéke, és azt így jelöljük

[image: image32.png]



pontosan akkor, ha minden ε>0 esetén létezik olyan N(ε) (ε-tól függő) természetes szám, melyre minden n>N(ε) esetén |xn – A| < ε. 

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy tetszőlegesen közel kerülhetek a határértékhez azáltal, hogy elég messze megyek az indexszel, hiszen az |an – A| abszolút érték az an és A „távolságaként” is felfogható. Ha létezik olyan tulajdonságú A szám, ami a fenti definíciónak megfelel, akkor a sorozatot konvergensnek nevezzük, ha pedig nem, akkor divergensnek. Bebizonyítható, hogy legfeljebb egy ilyen szám létezhet, így a [image: image33.png]lm x,



jelölés és a „határérték” megnevezés egyértelmű.

[image: image34.emf] alkalmazás használata

Ebben a munkalapban kihasználom, hogy a jelölőnégyzet (17. ábra) alkalmazásával egyes szövegeket el lehet rejteni, vagy éppen meg lehet jeleníteni. A definíció elé helyeztem ki a fent említett jelölőnégyzetet, így amennyiben a munkalap használójának szüksége van a definícióra csak be kell kapcsolnia a jelölőnégyzetet, illetve ki is kapcsolható. 
Az elkészített [image: image35.emf] alkalmazáson (18. ábra) megmutatom, hogy adott epszilonhoz mindig található ν küszöbszám. Az ábra bal felső részén található csúszkán lehet beállítani epszilon, o, u, illetve n2 értékét, ahol o jelöli a sorozat egész részét, u-val adhatjuk meg a sorozatban a számláló értékét és végezetül n2 mutatja meg, hogy a sorozatból hány tagot szeretnénk ábrázolni. A csúszkán található „telikör” mozgatásával változtathatjuk az előbbi paraméterekhez tartozó értékeket. Ahogy ezek értéke változik, az ábra is dinamikusan változni fog. Az ábrán látható színes sáv ugyanis megfelel a határérték epszilon sugarú környezetének, az A+ε, A-ε intervallumnak. Ha beállítjuk a csúszkán például az ε=2,73 értéket, akkor a sorozat határértéke körüli 2,73 sugarú környezet látható sötét zöld színnel színezve. Látható, hogy a sorozat mely eleme vagy elemei lesznek a sávon kívül, illetve melyek lesznek a sávon belül. Az ábráról leolvasható a küszöbindex is. Epszilon csökkentésével természetesen a küszöbindex értéke nő. 
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18. ábra

Lépésről-lépésre

S akkor nézzük meg, hogyan is kell a fenti alkalmazást elkészíteni: 
Első lépésben vegyük fel a sorozat néhány tagját. Ehhez ábrázoljuk a sorozatot, mint függvényt. Annyi kiegészítést itt tennék, hogy az eredeti sorozat, amennyiben függvényként ábrázoljuk egy hiperbola lenne, sorozat esetében azonban nincs szükségünk mindkét ágra, ezért a függvényt úgy érdemes felvenni, hogy feltételt szabunk: f(x)=Ha[x>0, o+u/x]. A függvény grafikonját a tulajdonságok lapon (19. ábra) meg lehet változtatni A Ha parancsnak három argumentuma lehet, a szintaxis: 
Ha[<feltétel>, <akkor>, <különben>]. A <különben> ág el is hagyható. Ekkor azonban még csak azt a segédábrát vettük fel, amelyen a sorozat elemei elhelyezkednek majd. A sorozat elemeit ezek után a sorozat utasítással adhatjuk meg a következőképpen: sorozat[(i, o+u/i),i,1,n_2]. 
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19. ábra
Mivel nem csak ebben, hanem más alkalmazásokban is előfordulhat, hogy a könnyebb átláthatóság miatt bizonyos segédábrákat eltüntetünk, érdemes kitérni arra is, hogy ezt hogyan tehetjük meg. Az egér jobb gombjával kattintsunk az alakzaton, majd a legördülő menüből (20. ábra) az alakzat megjelenítését kiválasztva szabályozhatjuk, hogy az egyes alakzatok megjelenjenek-e vagy sem. 
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20. ábra
Nagyon szépen lehet szemléltetni az alkalmazásban, hogy a sorozat tagjai egy adott számhoz, a határértékhez tartanak. A határértéket is érdemes az ábránkban éppen ezért felvenni. Ehhez jelöljünk ki az y-tengelyen egy pontot, melynek abszcisszája 0, ordinátája pedig maga az o. Legyen ez az U pont. (A sorozatot a fenti alakban megadva, a határérték minden esetben az o szám lesz.) Majd ebből a pontból indítsunk egy félegyenest az x‑tengely pozitív irányába. Ez a félegyenes fogja a határértéket szemléltetni. Az ε értékét egy csúszkán szabályozhatjuk. Az A-ε és A+ε intervallum kijelöléséhez egy-egy egyenest vegyünk fel a következőképpen: az y‑tengelyen jelöljünk ki két pontot, az egyik a (0, y(U)+ ε), a másik pedig a 
(0, y(U)‑ε), majd ezeken a pontokon keresztül rajzoljunk egy-egy egyenest, melyek az y‑tengelyre merőlegesek. Ehhez használjuk a merőleges menüt 
(21. ábra). A sáv ábrázolása egy sokszöggel történik. Ehhez kiválaszthatjuk a menüsorból a sokszög menüt (22. ábra) majd ki kell jelölni a sokszöget határoló pontokat! Most a sokszög tulajdonképpen egy téglalap, melynek egyik pontja C, másik pontja S, harmadik és negyedik pontja pedig D, illetve D1. Mind a négy pont koordinátáit beállítottam: S esetében (10000; y(U)-ε) (23. ábra) D1 esetében (10000; y(U)+ε), C-nél (-10000; y(U)-ε) D-nél pedig(-10000; y(U)+ε). Illetve a sokszög beállítható a következő utasítással is: sokszög[C,S,D_1,D]. 
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23. ábra

Még szemléletesebb a konvergencia fogalma, ha ε és a küszöbindex is megjelenik a munkalapon. Ehhez ismét két szöveget érdemes beszúrni: 
ez egyikben ε értékét mutatjuk: "ε értéke: " + ε
a másikban pedig a küszöbindex értékét íratjuk ki: 
"küszöbindex: " + (floor(x(E))), abban az esetben, ha az E pont definiált, ahol az E pont a sorozat elemeire illesztett grafikon és az A+ε magasságban az x‑tengellyel párhuzamosan haladó egyenes metszéspontja. Így a szöveg megjelenését szabályozó feltételbe beírjuk, hogy : Definiált_e[E]. Amennyiben a sorozat megadásánál u értéke negatív, úgy a sorozat elemeire illesztett grafikonnak az A-ε egyenessel lesz metszéspontja. Ekkor azonban a küszöbindexet a floor(x(F)) utasítással kapjuk meg, ahol F pont az előbb említett két alakzatnak a metszéspontja. A szöveg megjelenítését ezért F pont definiáltságától tesszük függővé. 
Mint látható alkalmaztam a floor függvényt, mely az alsó egészrész függvény megfelelője. Paramétere pedig az E illetve F pontok x-koordinátája. 

Függvények
Dr. Vásárhelyi Éva „A számítógép a matematika oktatásban” írásában arról olvashatunk, hogy a vizuális világot tekinthetjük korlátozottnak, és könnyen válunk például optikai csalódások áldozatává. Viszont ha életünk egészét nézzük, akkor mégiscsak ily módon szerezzük információink túlnyomó többségét. 
„A gyermek gondolkodásának fő jellemzője a vizualitás, és felnőttként is sokszor visszanyúlunk hozzá, ha zavarok támadnak. A tárgyi, képi, szimbolikus reprezentációk használata nem jelenthet szigorú elkülönülést, a vizuális élményhez való visszatérés segítheti a megértést.”
Ebben a fejezetben több olyan részét szeretném megmutatni az analízisnek, amelyben a szemléltetés nagyon fontos. Így tárgyalom többek között az összetett függvényeket, a függvények folytonosságát, a derivált függvényt, az érintő egyenletét, az integrálást. 
Összetett függvények

Matematikai bevezetés

Definíció: az f(x) külső függvényből és a g(x) belső függvényből álló h(x)=f(g(x)) függvényt összetett függvénynek nevezzük, melynek értelmezési tartománya a g(x) függvény értelmezési tartományának azon x0 pontjai, amelyekre g(x0) hozzátartozik az f(x) értelmezési tartományához. 

Az összetett függvény jelölésére szokták alkalmazni az f°g szimbólumot is. 

[image: image40.emf] alkalmazás használata

Az összetett függvények esetében olyan munkalapot mutatok be, amelyben megadhatjuk két tetszőleges függvény hozzárendelési szabályát, majd a két függvény f°g és/vagy g°f összetett függvényeket ábrázoljuk. Jelölő négyzetekkel szabályozhatjuk, hogy melyik függvényekre vagyunk kíváncsiak. A függvények megadását a parancssorba gépelhetjük be: 
f(x)=<függvény megadása>. Az első példán az f(x) függvény hozzárendelési szabálya: sin(x), a g(x) függvény hozzárendelési szabálya pedig x2. (24. ábra)
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24. ábra

Mindkét függvényen találunk egy-egy olyan pontot, amelyet mozgathatunk. Az f(x) függvény grafikonján az A pontot, a g(x) függvény grafikonján pedig az F pontot. Ahogy az A pont végigfutja az f(x) függvény grafikonját, úgy halad végig egy másik pont a g(x) függvény grafikonján, illetve egy harmadik pont a g°f szabállyal képzett összetett függvény megfelelő pontjait futja be. Érdekesebb lehet az összetett függvényt szemléltetni, ha a jelölő négyzeteknél kikapcsoljuk akár a g°f, akár az f°g függvények láthatóságát és az E (E є g(f(x))) vagy H (H є f(g(x))) pontok esetében a nyomvonal bekapcsolásával mutatjuk be az egyes grafikonok létrejöttét. 
Amennyiben megváltoztatjuk az f(x) és a g(x) függvények hozzárendelési szabályait érdekes összetett függvényeket kaphatunk.

Lépésről lépésre

A két alapfüggvény megadása után a parancssorba a következő utasításokat kell begépelni: h(x)=f(g(x)). Ezzel az utasítással kapjuk meg azt az összetett függvényt, amelynek külső függvénye az f(x) függvény, belső függvénye pedig a g(x). Amennyiben a parancssorba azt írjuk, hogy i(x)=g(f(x)), akkor a g°f összetett függvényt állítjuk elő. A jelölő négyzet használata már korábban előkerült, azonban a vizuális stílus másolása parancsra (25. ábra) érdemes kitérni. Ezzel a móddal lehet egy alakzat megjelenítési tulajdonságait másolni a többire, mint például a színe, mérete, vonal stílusa, stb. Először azt az alakzatot kell megjelölni, amelynek a tulajdonságait másolni szeretnénk, majd azokra az alakzatokra kell kattintani, melyeket formázni akarunk. (Arra azért érdemes figyelni, hogy lehetőleg azonos típusú alakzatok legyenek. Például minden alakzatnak van színe, de egy pont mérete nem azonos egy egyenes vonalvastagságával, így azt visszaállítja az alapbeállításokra. 

Tulajdonképpen az előző részben leírtakhoz csak egy apró kiegészítést tennék. Ugyanis látványos és szemléletes lehet, ha az összetett függvényeket úgy tanítjuk, hogy egy adott pont befutja az egyik függvény grafikonját, és mutatjuk, hogy az összetett függvényen miként keletkezik a hozzá tartozó megfelelő pont. Most a g°f grafikonon keletkező pont pályájának alakulását írom le. Ehhez felvettem egy tetszőleges pontot (26. ábra) az f(x) függvény grafikonján (A). Ez a pont mozgatható lesz a munkalapon. A pont koordinátáját is érdemes megjeleníteni, hogy még inkább nyomon követhető legyen az összetett függvény grafikonjának kialakulása. Mivel az összetett függvény definíciójából következően a felvett pont (A) ordinátája kerül behelyettesítésre a g(x) függvény hozzárendelési szabályába, ezért megjelenítettem egy másik pontot is, amely a g(x) függvény grafikonját futja be. Ehhez a parancssorba begépeltem, hogy (y(A), g(y(A))) (D pont). Mindkét pont színét ugyan olyan színűre állítottam, mint a grafikonjaik színe. Ezután a két pont meghatározza már a g°f összetett függvényen keletkező pontot, hiszen az A pont abszcisszájához, a D pont ordinátáját rendeli, azaz felvehető a következő pont is: (x(A), y(D)). Ennek a pontnak a színét is a grafikon színének megfelelően beállíthatjuk. Teljesen hasonlóan elkészíthető így az f°g összetett függvény grafikonján keletkező pontok pályája is. 
Érdemes még megjegyezni, hogy a [image: image42.emf] számos beépített függvényt tartalmaz, melyeket a parancssorból elérhetünk. (27. ábra)
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27. ábra

Ezek közül néhányat megemlítenék, amelyek neve esetleg néhány felhasználó számára nem egyértelmű. 
	Függvény neve
	Hozzárendelési szabálya

	Sqrt(x)
	Négyzetgyök függvény 

	Cbrt(x)
	Köbgyök függvény

	Ld(x)
	Kettes alapú logaritmus függvény

	Floor(x)
	Számnál nem nagyobb, legnagyobb egész

	Ceil(x)
	Számnál nem kisebb, legkisebb egész

	Gamma(x)
	Gamma függvény, gyakran alkalmazzák a valószínűség-számítás területén


Függvények folytonossága
Matematikai bevezetés

A matematikában, közelebbről a matematikai analízisben egy f függvény folytonossága az x helyen azt jelenti, hogy x kis megváltoztatása esetén a hozzá tartozó függvényérték, az f(x) is csak kicsit változik. A „kis változás” matematikailag a határérték segítségével értelmezhető. A folytonosság lokális (helyi) tulajdonság, a függvény értelmezési tartományának egy pontjában definiált fogalom (pontbeli folytonosság). A korlátos és zárt intervallumon értelmezett valós függvények esetén beszélhetünk intervallumon való folytonosságról. Ez utóbbiak szemléletesen mutatják a folytonos függvényekről alkotott intuitív képet, miszerint ezeknek a grafikonja a ceruza felemelése nélkül megrajzolható.

Definíció: (Pontbeli folytonosság) Egy f: R(R függvény folytonos az a є Df pontban, ha minden є>0‑hoz létezik δ>0 úgy, hogy minden x є (a-δ, a+δ) ∩ Df –re |f(x)-f(a)| < ε. 
[image: image44.emf] alkalmazás használata

A folytonosságot szemléltető munkalap lényege, hogy mozgatható az „A” hely, ahol a folytonosságot nézzük, valamint a definícióban szereplő ε és δ értékek is változtathatóak. Az ábrázolt függvény grafikonjának az A-δ és A, illetve A és A+δ közé eső része piros és zöld színek között vált a szerint, hogy a megfelelő rész teljesíti-e a definíciót, azaz beleesik-e az f(A) ε sugarú környezetébe. (28. ábra)
Az ábrán is látható, hogy az [A, A+ δ] intervallumon a függvény teljesíti a definíciót, ezért a függvény grafikonja ezen intervallumon zöld színű, azonban az [A- δ, A] intervallumon a grafikon színe piros, mert a definíció nem teljesül, vagyis a függvénynek ebben az intervallumban van olyan pontja, amelyik nem esik bele a függvényértékek ε sugarú környezetébe. 
[image: image45.png]



28. ábra

Lépésről lépésre

Első lépésben vegyünk fel egy tetszőleges függvényt! Vegyük fel a két csúszkát, melyen ε, illetve δ értéke változtatható. Mindkét csúszkán a minimális értéke legyen 0,01, a maximális érték 2, a lépésköz szintén 0,01. A csúszka szélességét állítsuk be 200-ra, hogy könnyen követhető legyen a változtatásuk. Jelöljünk ki az x – tengelyen egy pontot, majd rendeljük hozzá ehhez a ponthoz a függvényértéket. Tegyük ezt úgy, hogy a pontból merőlegest állítunk az x ‑tengelyre, majd ennek az egyenesnek a tulajdonságait változtassuk meg úgy, hogy csak az x‑tengely és a függvény közé eső szakasza látszódjon. Majd vegyünk fel két pontot az x-tengelyen, amelyek közül az egyik abszcisszája A-δ, a másik pont abszcisszája pedig A+δ. (29. ábra)
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29. ábra
Mindkét pontból állítsunk merőlegest az x-tengelyre, majd az egyenesek láthatóságát ismét szüntessük meg, s csak azt a szakaszt mutassuk, amelyik az adott x‑tengelybeli pontból kiindulva a függvény adott pontbeli értékéig tart. 
Hozzunk létre két sorozatot! A munkalap ÉrtékekC változóját a sorozat parancs segítségével hoztam létre az 
ÉrtékekC = Sorozat[f(k), k, x(A)-δ, x(A), 0.001] utasítást kiadva a parancssorban. Az utasítás első paramétere a létrehozandó objektumok alakját adja meg, ezt követi a futóindex, majd harmadik és negyedik paraméter az index tartományát adja meg, végül az ötödik (elhagyható) paraméter a lépésközt határozza meg. Vagyis az ÉrtékekC változó f(k) alakú számokból áll, a k értéke x(A)-δ-tól x(A)-ig megy 0.001-esével. Ez (az esetek többségében) elegendő részletességgel az [A-δ,A] intervallumba eső függvényértékek sorozata, melyek legnagyobb és legkisebb értékeit már könnyen kiszámíthatjuk a Max és Min parancsok segítségével. Ha ezek eltérése f(A) értékétől kisebb, mint ε, akkor az [A-δ,A] intervallumba eső függvényrész „jó”, tehát „átszínezhető”. A FgvC2 függvény felel meg a zöld résznek, így ennek feltételes megjelenítéséhez az 
abs(Max[ÉrtékekC] - y(B)) < ε ^ abs(Min[ÉrtékekC] - y(B)) < ε 
következő, összetett feltétel került. A többi függvénysáv láthatósági feltétele is hasonló, nyilván a megfelelő értékek minimumára, illetve maximumára alkalmazva a megfelelő relációt. A [image: image47.emf] nem képes feltételektől függően változtatni az alakzatok színét, pedig erre volt szükség. Ezért a „színváltó” alakzatok mindegyike valójában két külön alakzat, a színváltás valójában láthatóságuknak szabályozásával történik.
A kék sávot tulajdonképpen sokszöggel hozzuk létre hasonlón, mint a konvergencia esetében. Ehhez négy pontot kellett felvennem: I, J, K és L pontokat. Ezek koordinátái rendre: I(-1000, y(B)-ε), J(-1000, y(B)+ε), 
K(1000, y(B)+ε) valamint L(1000, y(B)-ε). 
Érdekes lehet megnézni középiskola emelt tagozatán például azokat a függvényeket, amelyek nem folytonosak, adott pontban szakadásuk van. A folytonosság fogalma ugyan csak emelt szinten kerül elő, de vannak olyan függvények, amelyekkel a diákok már a középiskola kilencedik évfolyamán megismerkednek. Ezek három nagyon jellegzetes példája az egészrész függvény, a törtrész függvény valamint az előjel függvény. Ezeket a függvényeket [image: image48.emf]-ban a floor(x), x-floor(x), és sgn(x) parancsokkal állíthatjuk elő. Nézzük meg ezek közül az előjel, azaz a signum függvényt. 
(30. ábra) A munkalapon tehát az f(x)=sgn(x) utasítást kell a parancssorba begépelni. Ezen függvényen nagyon szépen látszik, hogy a függvény minden pontjában folytonos, kivéve az x=0 helyet. Ezt úgy lehet szemléltetni, hogy az A pontot az origóba mozgatjuk, az ε értékét 1-nél kisebb számra állítjuk. Ezután akárhogy változtatjuk δ értékét a csúszkán függvényértékek egyike sem esik az f(A) ε sugarú környezetébe, mert a különbségük f(A)-tól pontosan 1.
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30. ábra

A folytonosság [image: image50.emf] bemutatásának alapötlete Kálcza Tamás munkája.
A Ha parancs felhasználásával összetett függvényeket is ábrázolhatunk. A parancs szintaxisa: Ha[feltétet, objektum, objektum]. A harmadik paraméter elhagyható, ha azonban megadjuk, akkor a feltétel hamis volta esetén ez az utasítás hajtódik végre. Írjuk be például, hogy f(x)=Ha[x>2, gyök(x), (x-2)2]! 
(31. ábra) Ekkor olyan függvényt kapunk, amelyben ha x>2, akkor a gyök függvényt ábrázolja, ellenkező esetben pedig egy, az x-tengely mentén eltolt parabolát. Látható, hogy ennek a függvénynek szakadása van az x=2 pontban, azaz a függvény abban a pontban nem lesz folytonos. 
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31. ábra

Ezen a munkalapon is elhelyezhetjük a definíciót. Azért érdemes itt ismét szót ejteni róla, mert a határérték esetén nem használtam a különböző matematikai szimbólumokat ((, (), azonban [image: image52.emf]-ban lehetőség van ezek használatára. Nézzük meg, hogyan lehet ezt megtenni! A szöveg beszúrása után be kell írni a következő szöveget és be kell kapcsolni a LaTex formulát. 
\begin{array}

Folytonosság: \; egy \; f \,\, R \to R \; függvény \; folytonos \; az \; a \in D_f pontban, ha:\\

\forall ε>0 \;\; \exists δ>0 \;\; \forall x\in (a-δ,a+δ)\cap D_f \;\; |f(x)-f(a)|<ε

\end{array}

Az alábbi táblázatban a teljesség igénye nélkül összeszedtem néhány utasítást, amelyek szükségesek lehetnek egy-egy szövegben matematikai szimbólumok alkalmazásához!
	Utasítás
	Jelölés

	\forall
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	\cap
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	\to
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	\overline{AB}
	AB

	\underline{A}
	A

	\leqq
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	(

	\cup
	(


Függvények deriváltja

Matematikai bevezetés
A matematikában a derivált (vagy differenciálhányados) a matematikai analízis egyik legalapvetőbb fogalma. A derivált lényegében annak a mértéke, hogy egy egyváltozós valós függvény görbéjéhez rajzolt érintője milyen meredek. Ez a geometriai jellegű fogalom szoros kapcsolatban van a függvény növekedésének elemzésével, a függvényvizsgálattal. A deriváltból következtethetünk a függvény

· menetére (azaz, hogy monoton növekvő vagy monoton fogyó-e), 
A derivált a függvénygörbe érintőjének meredeksége, azaz az érintő x tengellyel bezárt szögének tangense. Minél jobban nő a függvény egy adott szakaszon, annál nagyobb a derivált.

· szélsőértékeire (lehet-e az adott pontban maximuma vagy minimuma), 
Az (a;b( intervallumban differenciálható f(x) függvénynek az intervallum x0 pontjában csak akkor lehet lokális szélsőértéke, ha f’(x0)=0. Ez a szélsőérték létezésének szükséges feltétele. Ha emellett az x0 pont környezetében a derivált még előjelet is vált, akkor az f(x) függvénynek az x0 pont környezetében lokális szélsőértéke van. A derivált előjelváltásának módjából a szélsőérték jellegére is következtethetünk. 

	X
	X<x0
	X=x0
	x>x0

	f’(x)
	+
	0
	-

	f(x)
	
	Lokális maximum
	


Vagy 

	X
	X<x0
	X=x0
	x>x0

	f’(x)
	-
	0
	+

	f(x)
	
	Lokális minimum
	


· grafikonjának görbületére (konvex vagy konkáv-e a függvénygörbe) 
Ha az f(x) függvény az (a;b( intervallumban kétszer differenciálható, és f”(x) >0, akkor az f(x) függvény konvex, ha f”(x) <0, akkor az f(x) függvény konkáv. 
· a növekedés mértékére (gyorsan változik-e a függvény vagy lassan) 

· a függvény közelítő értékére, lineárissal történő közelíthetőségére. 
[image: image53.emf] alkalmazás használata

Egy viszonylag egyszerű, ám mégis nagyon szemléletes alkalmazást lehet készíteni a derivált függvény bemutatására a program segítségével. A fájl megnyitása után elénk tárul a munkalapon (32. ábra) egy függvény hozzárendelési szabálya és grafikonja. Jelen esetben a kiindulási függvényünk az f(x)=cos(x) függvény. A grafikonon mozgatható egy pont, s ahogy a pontot változtatjuk, úgy változik a függvény grafikonjához az adott pontban húzott érintő is. Az érintő esetében megjelenik a meredeksége is az ábrán. S mindeközben kirajzolódik a függvény derivált függvényének grafikonja is. 
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32. ábra
Lépésről-lépésre

Az eredeti függvény az előzőekben leírtakhoz hasonlóan itt is módosítható, például a parancssor segítségével. A függvény grafikonján mozgatható az „A” pont. Az érintő az e = érintő[A,f] paranccsal lett létrehozva, melyen a meredekség eszközzel (33. ábra) van megmutatva a meredekségi háromszög. Ez utóbbi parancs a parancssorban is megadható a meredekség[A,f] utasítást kiadva. Az eredeti függvény deriváltját egyszerűen a g = Derivált[f] utasítással hozhatjuk létre. A g függvényt elrejtettem, és a parancssorban a B = (x(A), g(x(A))) utasítással létrehoztam egy olyan pontot, melynek abszcisszája éppen az A pont abszcisszájával  egyezik meg. A második koordinátája pedig a g függvény helyettesítési értéke ezen a helyen, így a B pont tulajdonképpen a g függvény grafikonján fut végig. B-re a környezeti menüben (34. ábra) bekapcsoltam a nyomvonalat, s így az A pontot mozgatva kirajzolja a derivált-függvényt. Mindezek mellett kiegészítettem a munkalapot azzal, hogy megjelenik az f(x) függvény adott A pontjába húzható érintőjének egyenlete is. 
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34. ábra

Függvény érintője

Matematikai bevezetés

A most bemutatásra kerülő munkalapon azt szeretném szemléltetni, hogy egy adott függvény grafikonjának adott pontjába húzott érintőjének egyenletére felírt képlet miként reprezentálható. Az f(x) függvény x=a pontbeli első deriváltjának értéke a függvénygörbe érintőjének meredekségét adja meg, így az érintő egyenlete: y=f’(a)(x-a)+f(a). A munkalap használata során azt használom ki, hogy f’(a)=m-el, így a v(1, f’(a)) helyvektor az érintő irányvektora. 
[image: image56.emf] alkalmazás használata

A munkalap (35. ábra), hasonlóan az előbbi bemutatóhoz nagyon egyszerű. Így bárki könnyedén megismerkedhet vele, még akkor is, ha korábban nem használta a [image: image57.emf] programot. A csúszkán állítható annak az A pontnak az abszcisszája, amelyhez húzott érintő egyenletét szeretnénk kétféleképpen megkapni. A munkalap jobb felső sarkában az első érintő egyenlete a fent említett képlettel áll elő. A B pontot a függvény grafikonján mozgathatjuk, s közelíthetjük az A ponthoz. Mindeközben természetesen érintőjének egyenlete folyamatosan változik. Amikor a két pont megegyezik, akkor a két érintő egyenlete is meg fog egyezni, azaz a [image: image58.emf] belső utasításával kiadott érintő egyenlete és az A ponton átmenő v irányvektorú egyenes egyenlete. 
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35. ábra

Lépésről-lépésre
Az ábrázolt függvény az f(x)=2sin(x-(/2)! Azért választottam ezt a trigonometrikus függvényt, mert a szemléltetés során szükség lehet arra, hogy az x‑tengely beosztását megváltoztassuk, amire eddig még nem volt példa. (Megjegyzem, hogy ezt a lépést megtehettük volna már a korábbi trigonometrikus függvények esetében is, azonban itt a transzformáció látványosabb, ha ezt a beállítást elvégezzük). Ehhez az egér jobb gombjával kattintunk az x‑tengelyen, majd a megjelenő menüben a Tulajdonságok almenüt kiválasztva a Tengelyek lapon belül az x-tengely beállításait tartalmazó részen változtatunk a beosztások távolságán. 
(36. ábra). Vegyünk fel egy csúszkát, melyen a függvény grafikonján végigfutó pont abszcisszáját állíthatjuk! Majd a csúszkán szereplő értékhez rendeljük hozzá a grafikonon lévő pontot az A=(a, f(a)) utasítással. Vegyük fel az ebben a pontban húzható érintő egyenletét, de ne a neki megfelelő utasítással, hanem a képlet segítségével: Egyenes[A, Vektor[(1, f'(a))]] Ez az utasítás az A ponton keresztül a megadott vektorral párhuzamos egyenest rajzol. Mivel tudjuk, hogy az x=a pontbeli első deriváltjának értéke a függvénygörbe érintőjének meredekségét adja, a megadott vektor olyan helyvektor, amely az érintő irányvektorának felel meg. Jelenítsük meg az így kapott érintő egyenletét! Majd egy tetszőleges pontot is vegyünk fel (B) a függvény grafikonján, amely mozgatható lesz, s ebben a pontban is ábrázoljuk az érintőt, valamint írassuk ki a munkalapra az egyenletét is! Most azonban az érintő[B,f] utasítást használjuk! Miközben a B pontot közelítjük az A ponthoz, a B pontbeli érintő folyamatosan változik, míg végül a két grafikon egybeesik. Ekkor a két érintő egyenletére vetve egy pillantást, azt látjuk, hogy egy kis átrendezés után a két hozzárendelési szabály valóban megegyezik. 
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36. ábra

Függvény jellemzése
Integrálás

Tapasztalatok

A tanár szakos hallgatók képzéséből ma már szinte kihagyhatatlan a különböző oktatóprogramok bemutatása. Különösen igaz ez a matematika területén, ahol rengetek különböző szoftver közül lehet választani. Ebben a fejezetben leginkább saját és kollégáim tapasztalatait írom le, hiszen az idő sajnos nem volt elegendő ahhoz, hogy az általam elkészített honlap látogatottságát, illetve a felsőoktatásban matematikát tanuló diákok tapasztalatait elemezzem. Azonban azt gondolom, hogy a középfokú oktatásban részt vevő diákok, különösen a matematikát emelt szinten tanulók véleménye hasonlóan mérvadó lehet. Hiszen korábban már többször kitértem arra, hogy a szakdolgozatomban felvonultatott analízis témák közül több akár középiskolában is előkerülhet. 
A matematika tanítás célja és feladata tanulók önálló, rendszerezett, logikus gondolkodásának kialakítása, fejlesztése. Fokozatosan kell kiépíteni a matematika belső struktúráját (fogalmak, axiómák, tételek, bizonyítások) és a tanultakat különböző területeken alkalmazni. Fontos, hogy a tanulók megtanuljanak önállóan, pontosan, kitartóan dolgozni. Nekünk, pedagógusoknak feladatunk, hogy törekedjünk pozitív motiváltságuk biztosítására, önállóságuk fejlesztésére. Ebben fontos szerephez juthat különböző matematikai eszközök bemutatása. 
Matematikát oktató kollégáim közül kivétel nélkül mindenki ismeri a [image: image61.emf] programot, és használja is munkája során. Abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy mind a négy informatika tantermünkben minden számítógépen meg is található ez a program, így a diákok is megismerkedhetnek vele. Sajnos azonban napközben a szaktantermek foglaltsága miatt arra nincs lehetőség, hogy egy-egy osztállyal matematika óra keretében a diákok a számítógépeknél ki is próbálják. Ennek másik oka az is, hogy ezen tantermek befogadó képessége maximum 22 fő, így teljes osztályok nem férnek be. A helyzet az idei tanévtől annyiban változott, hogy 32 darab notebook-kal bővült intézményünk, s így már lehetőség van ezek segítségével akár egész osztállyal is használni a programot. 

Matematikát oktató kollégáim közül, a nem informatika szakosok körében is népszerű a program. Kiderült az is, hogy a program használatát könnyűnek érzik, nem okoz nehézséget a kezelése. Többen autodidakta módon sajátították el a program használatát. 

Leginkább az emelt szintű órákon alkalmazzák, elsősorban a nehezebben elsajátítható (konvergencia, folytonosság) fogalmak tanítása során. Azonban az igazsághoz az is hozzátartozik, hogy a programot nem rendszeresen használják/használom. Ennek okát abban látom, hogy két óra közti szünetben nehéz hozzákészülni, illetve a matematika oktatása során arra törekszünk, hogy minél több, minél változatosabb példát oldjanak meg a gyerekek, ha lehet önállóan és papíron. Ugyanis a cél, az érettségire felkészítés, és ott bizony a gyakorlatiasság a fő szempont. Vagyis a számítógépet eszközként kell használni, nem pedig a matematikai számítások helyettesítőjeként.
Mivel már én is több ízben használtam a programot (elsősorban a függvények tanítása során), a diákok véleményére is kíváncsi voltam. Szinte egyöntetűen mondták azt, hogy élvezetessé, változatossá tehetőek a különböző oktatóprogramok használatával az órák. Motiváltak voltak, több összefüggésre önállóan jöttek rá. Kísérletezhettek, próbálkozhattak. Úgy érezték, hogy egy-egy ilyen óra után mélyebb tudásanyag birtokába jutottak. Ugyanakkor többen fontosnak érzik azt is, hogy saját vázlatból, saját ábrák alapján is képesek legyenek összefüggések leolvasására. 
Azonban sajnos azt sem szabad elfelejtenünk, hogy a középiskolai oktatás során a kevés óraszám várhatóan nem teszi lehetővé, hogy az alkalmazásokkal a tanítási óráinkon rendszeresen foglalkozzunk. Az érdeklődő diákok számára az anyagok egész sorát kínálhatjuk az ismereteik bővítése céljából. Rövid, összefoglaló jellegű kiselőadások megtartására azonban rábírhatjuk őket. 

„A számítógép didaktikailag kellően átgondolt használata esetén az egyik leghatékonyabb eszköze lehet a hatékony matematikatanításnak. A számítógép alkalmazásával megszeretethetjük a tanulókkal a tantárgyat, illetve elérhetjük, hogy egyes tanulók aktív résztvevőivé váljanak a tanítási‑tanulási folyamatnak. Lényeges, hogy a tanár szerepe és felelőssége nem csökken, amikor számítógépet használ a matematika oktatásához. A tanárnak a matematika tudásátadás jól felkészült szervezőjének és átadójának kell lennie, aki tisztában van a bemenettel (a hallgatók előismereteivel) és a kimenettel (milyen tudás megszerzése a cél) és tudja jól azt, melyek azok a módszerek, amelyekkel a kívánt cél a leghatékonyabban elérhető.”
Bíró Piroska

Irodalom jegyzék

1. GeoGebraWiki International (angol és magyar nyelven)
Cím: http://www.geogebra.org/en/wiki/index.php/Main_Page
2. A GeoGebra program használata a középiskolai matematika oktatásban - Horváthné Oroján Gabriella
Cím: http://www.zmgzeg.sulinet.hu/matek/gg/gghaszn.pdf
3. A Geogebra program, mint tanári segédeszköz
Kálcza Tamás (szakdolgozat) 
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